
11

Interacción radiaciónInteracción radiación--materia (II) materia (II) • Cuando hemos estudiado la atenuación de haces en la materia, hemos visto que los coeficientes de atenuación expresan en unidades macroscópicas las secciones eficaces microscópicas de todos los procesos elementales de interacción de la radiación.• Distinguiremos en las interacciones radiación-materia las de los siguientes campos de radiación:1. Fotones (rayos X y gamma)2. Partículas cargadas: electrones e iones
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Interacción radiaciónInteracción radiación--materia materia • Las  interacciones de las partículas cargadas en el medio material las separaremos en diferentes procesos1. Dispersión elástica2. Dispersión inelástica3. Bremsstrahlung4. Aniquilación para positrones (en vuelo o en reposo)
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Partículas cargadas: interaccionesPartículas cargadas: interaccionesEl primer aspecto fundamental en las interacciones de las partículas cargadas con el medio material es que, debido a su carga eléctrica, interaccionan de modo continuo mediante la fuerza de Coulomb con los electrones y núcleos atómicos del material que atraviesan. Mientras que la radiación ionizante no cargada, fotones y neutrones pueden atravesar un cierto espesor de material sin sufrir ninguna interacción o sufriendo un número relativamente pequeño de interacciones “catastróficas” con pérdidas importantes de la energía que poseían, las partículas cargadas interaccionan sufriendo múltiples colisiones perdiendo, por lo general, una pequeña fracción de su energía en cada una de ellas. Radiación de partículas Radiación de partículas cargadascargadas Radiación neutraRadiación neutraIones (partículas Iones (partículas cargadas pesadas) cargadas pesadas) 1010--5 5 mm NeutronesNeutrones1010--11 mmElectrones rápidosElectrones rápidos1010--33 mm Rayos X y gammaRayos X y gamma1010--11 mm
Distancia característica de interacción
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Transporte de electronesTransporte de electrones
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Colisión con electronesColisión con electronesConsideremos una partícula de masa M que sufre una colisión con un electrón en reposo. La máxima energía cinética T que puede adquirir un electrón en una colisión directa es:M M e  ++
= 2222max 21 2 MmMmcmT eee

γ

γβ

γ
β

γβ 2 2 ;1 1;vMcE c
=

−
==

v
Esta expresión suele ser válida para iones no ultrarrelativistas, y en este caso podemos ver que la máxima energía transferida no depende de M. En el límite no relativista esta expresión se puede escribir como MmET e4max =Si consideramos una partícula alpha esto significa que pierde sólo (como máximo) 1/2000 de su energía en cada colisión con los electrones del medio.

Cuando se cumple que 2γme/M <<1 entonces se puede aproximar como: 222max 2 γβcmT e=

Si consideramos una partícula alpha esto significa que pierde sólo (como máximo) 1/2000 de su energía en cada colisión con los electrones del medio. (Para un ión de masa A esta pérdida por colisión es de 1/(500*A))



66

Colisión coulombianaColisión coulombianaDebido a la pequeña fracción perdida en cada interacción coulombiana, un ión que atraviesa el medio material interacciona con multitud de cargas en éste, pudiéndose considerar que el efecto es una pérdida continua de energía hasta su detención (Continuos Slowing Down Approximation o CSDA). Aunque el proceso es realmente más complejo. Esencialmente es posible parametrizar el tipo de interacciones con los átomos del medio en función del parámetro de impacto b de la colisión de la partícula cargada respecto al radio atómico a.Colisiones “soft” a<bEn estas colisiones el proyectil pasa a una elevada distancia del átomo y por tanto apenas lo excita, pudiendo llegar a producirse alguna ionización de electrones de valencia en las capas externas.La pérdida de energía es muy pequeña (eV). Se trata de las colisiones más numerosas en el medio y que provocan la mayor parte neta de la pérdida de energía de la partícula cargada (orden 50%).
ab
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Dentro de las pérdidas “soft” por partículas cargadas, uno de los efectos más llamativos es el llamado efecto Cherenkov que tiene lugar cuando una partícula cargada atraviesa un medio dieléctrico a una velocidad superior a la velocidad de fase de la luz en el medio (velocidad de propagación de la luz en el medio). En este caso los átomos del medio emiten una onda de radiación coherente a un ángulo dado por la relación entre la velocidad de la luz en el medio y la velocidad de la partícula
Efecto CherenkovEfecto Cherenkov

11222220 22222 )(sen37011)(sen −−= −== cmeVzncmr zczdEdx�d e φ
β

αφαhPartícula cargada con velocidad vφ

φ β
φ nnc 1v)cos( ==Frente de onda El ángulo de Cherenkov varía con la velocidad desde cero (en el umbral) hasta el valor máximo cuando β=1. La  cantidad de fotones emitida por unidad de energía (de los fotones) y de longitud recorrida de la partícula cargada (de carga z e) es Esta radiación constituye un modo subdominante de pérdida de energía. Normalmente menor de un 0.1% de las pérdidas de la partícula cargada en procesos de excitación e ionización atómicos.
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La energía umbral para producir Cherenkov se obtiene de la condición v > c/n de donde Efecto CherenkovEfecto Cherenkov

Partícula cargada con velocidad vφ

φ

1111;1 222222
−

=
−

=
−

=≥ nnmcnmcmcEn th
β

βFrente de onda De aquí se obtiene la energía cinética umbral de la partícula en un medio material de índice n para producir efecto Cherenkov 
Dado que el verdadero umbral de Cherenkov se expresa en términos de velocidad, a igual medio material, un electrón necesitará menor energía para producir radiación Cherenkov que otra partícula con mayor masa (i.e. un muón). Esto se puede usar para distinguir una partículas de otras por el umbral de efecto Cherenkov.

 −
−

= 1122 nnmcTth
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Originalmente descubierta por los Curie durante el estudio de la radiactividad está caracterizada por un color azulado intenso.Efecto CherenkovEfecto Cherenkov

φ

φ

Anillo de radiación CherenkovRadiador Luz azul por efecto Cherenkov en el agua de un reactor nuclear.Si la partícula atraviesa una lámina de material, se produce la emisión de la radiación en un cono de luz que será visto por los detectores de luz como un anillo. A partir del ángulo de semiapertura se puede calcular v una vez identificada la partícula.
Fotodetectores

mediomedio nn Angulo maxAngulo max(grados)(grados) Numero de Numero de fotones fotones (eV(eV--1 cm1 cm--1)1) Energía cinética Energía cinética umbral (MeV)umbral (MeV)electroneselectronesAireAire 1.0002831.000283 1.361.36 0.2080.208 2121IsobutanoIsobutano 1.001271.00127 2.892.89 0.9410.941 9.69.6AguaAgua 1.331.33 41.241.2 160.8160.8 0.260.26CuarzoCuarzo 1.461.46 46.746.7 196.4196.4 0.190.19
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Consideremos la colisión de ión cargado con carga z con un átomo que da lugar a excitación e ionización atómica en la que participa un solo electrónColisiones softColisiones soft

x
*átomoátomo átomoátomo

+→+

++→+
++

−+++ zz zz PP ePP Por simetría el cambio de momento lineal de la partícula es aquel que produce la componente de la fuerza Coulombiana en la dirección de la línea de mínima distancia (parámetro de impacto b)
Por lo tanto obtenemos que el cambio de momento en la colisión es 

b parámetro de impactorPartículacarga z e
Partículacarga e Fb rbrezFrezF b 220220 4 1;4 1

πεπε
==Por lo tanto el cambio de momento durante la colisión viene dado porcdxrbrezdtFp bb βπε∫∫ ∞+

∞−

∞
==∆ 2200 4 1

( ) 20 20 2320 23220 2 4;24 2144 cmerb cmrzbcezbx bxdbcezbx dxbceZzp eeeeb πεββπεβπεβπε
=== + =

+
=∆ ∫∫ ∞+

∞−

∞+

∞−



1111

Supongamos que la colisión de una partícula cargada con carga z tiene lugar con un electrón del átomo, entonces la transferencia de momento esColisiones softColisiones soft

)()( 22 atomocmA�gcmP A σ=

b 22 2222 22 )( b cmrzmp eeeb β
ε =∆=

En el límite no relativista esto supone una transferencia de energía dada porb cmrzp eeb β
2=∆

Recordemos que la probabilidad de interacción P en cm2/g (por unidad de masa superficial) está relacionada con la sección eficaz σ en cm2/atomo mediante el número de AvogadroEntonces la probabilidad de que la partícula cargada ceda una energía entre ε y  ε+dε viene dada por la expresióndbbZA�dP A πεε 2)( =Donde asumimos que hay Z electrones por átomo en el material en cuestión.
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De la relación entre la energía y el parámetro de impacto podemos obtenerColisiones softColisiones soft

∫∞
=− 0 )( dxdPdE ρεεε

εβ 2 2222 2 cmrzb ee=

ε
εβ

πεε dcmrzZA�dP eeA 22 2222)( =

ε
εβ

dcmrzdbb ee 22 22222 =Por lo tanto la probabilidad de pérdida de energía entre ε y  ε+dε será (*)
Para obtener la pérdida de energía en un cierto espesor másico ρ dx tendremos que integrar sobre todos los posibles parámetros de impacto b

∫∫ ∞∞
==− 00 2)( dbbZA�dPdxdE A επεεε

ρ

Lo que nos indica que la probabilidad de producir electrones δ de una cierta energía es inversamente proporcional al cuadrado de ésta 
(*) El cálculo mecano-cuántico de la sección eficaz diferencial respecto a la energía T transferida al electrón  dσ/dT puede encontrarse en D.E. Groom et al., Eur. Phys. Jour. C15 (2000) 1. Esta sección eficaz depende del spin del proyectil.
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De la relación entre la energía y el parámetro de impacto podemos obtenerColisiones softColisiones soft

Finalmente obtendríamos la integral 
Donde el argumento físico se centra en establecer los límites para los parámetros de impacto, de modo que

∫∫ ∞∞
==− 0 22 2220 222 dbb cmrzbZA	dbbZA	dxdE eeAA

β
πεπ

ρ

∫∞
=− 02 22222 bdbcmrzA�ZdxdE eeA

β
π

ρQue resultaría ser divergente. Sin embargo, realmente debemos de reconsiderar los límites físicos de integración reescribiendo ==− ∫ minmax2 222maxmin2 222 ln2222 bbcmrzA�ZbdbcmrzA�ZdxdE eeAbbeeA
β

π
β

π
ρ =− minmax22 22 ln4 bbzAZcmr�dxdE eeA β

π
ρ



1414

Para establecer los límites físicos de integración, consideraremos que el parámetro de impacto estaba ralacionado con la transferencia de energía medianteColisiones softColisiones soft

Por lo tanto podríamos relacionar los límites físicos de integración en el parámetro de impacto con los valores máximo y mínimo de energía trasferida al electrónε
12 ∝b

Mientras que la mínima energía de excitación se corresponde a un valor promedio entre todos los electrones del átomo que normalmente se denotaI=minε

ε
1∝b

Vimos antes que la máxima energía que podíamos transferir a un electrón en una colisión no muy relativista viene dada por ==− minmax22 22minmax22 22 ln214ln4
ε
ε

β
π

β
π

ρ
zAZcmr�bbzAZcmr�dxdE eeAeeA 222max 2 γβε cme=
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Con lo cual podemos escribir la pérdida de energía de nuestro proyectil comoColisiones softColisiones soft

Esta es nuestra primera aproximación (sólo orientativa) a la fórmula de Bethe-Bloch. El cáculo mecano-cuántico de las colisiones inelásticas de partículas cargadas con átomos individuales fue formulado por primera vez por Bethe (1930 “Zur Theorie des Durchgangs schneller Korpuskularstrahlen durch Materie” Ann. Physik 5, 325-400). En estos trabajos usaba la aproximación de Born a primer orden. Posteriormente sus trabajos fueron corregidos por Bloch y extendidos a las colisiones inelásticas en medios condensados (líquidos  y sólidos) por Fano (1963 Ann. Rev. Nucl. Sci. 13, 1-66). La expresión actualmente usada para la pérdida de energía es (PDG, Journal of Physics G Volume 33 July 2006 IOP)
=− IcmzAZcmr�dxdE eeeA 22222 22 2ln214 γβ

β
π

ρ

 −−−=− ZCITIcmzAZcmr
dxdE eeeA 22ln214 2max22222 22 δβγβ
β

π
ρ
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Fórmula de BetheFórmula de Bethe--BlochBlochFórmula de Bethe-Bloch para partículas cargadas pesadas moderamente relativistas (pero no electrones). Se puede escribir como  −−−=− ZCITIcmzAZcmr
dxdE eeeA 22ln214 2max22222 22 δβγβ
β

π
ρ  −−−=− ZCI TcmzAZcmr
dxdE eeeA 222ln2 22 max22222 22

δβγβ
β

π
ρ1. La pérdida de energía por unidad de espesor másico no depende de la masa del proyectil. A esta pérdida por unidad de espesor másico se denomina PODER DE FRENADO MÁSICO.2. El único parámetro de la cinética del proyectil que aparece es la velocidad!3. I representa la energía media de excitación del átomo. Su conocimiento es semiempírico.4. Tmax es la máxima energía que el proyectil puede ceder a un electrón en una colisión. (Ver diap 5)5. A baja energía la dependencia se comporta como 1/β26. La dependencia sobre el material blanco aparece como Z/A lo cual indica que sobre todo dependemos de la densidad de electrones de éste. 
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Fórmula de BetheFórmula de Bethe--BlochBlochSi agrupamos los términos del factor multiplicativo de la fórmula de Bethe-Bloch obtenemos Siendo  −−−=− ZCI TcmzAZCdxdE e 222ln1 22 max22222 δβγβ
βρ 1222 1535.02 −== gcmMeVcmr�C eeAπuna constante de carácter universal para el poder de frenado másico de partículas cargadas pesadas. 

2 222max
13

-11 )  Zde(función   excitación de media energía proyectil del velocidad  cuando2colisión  unaen electrón  al cedida energía máxima material medio del másico número material medio del atómico número electrón del carga la de unidadesen  proyectil del carga electrón del masa 10818.2electrón  del clásico radio Avogadro de número material de másicoespesor    de   unidadpor    proyectil  del   energía  de  media pérdida
β

γ

β
γγβ

ρ

=

>>

⋅ −

I c mMcmTAZzm cmr
dxdE
eeee A
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Fórmula de BetheFórmula de Bethe--BlochBlochLa fórmula de Bethe-Bloch también puede reformularse dentro de un desarrollo en potencias de la carga del proyectil z donde esta expresión es el término de primer ordenEscribiendo 
Al primer término  L0(β) se suele llamar el número de frenado primario o término de Fano que representa la contribución principal al frenado por colisión. El término L1(β) se denomina corrección de Barkas (y provoca que el poder de frenado de una partícula negativa sea algo superior al de una partícula positiva) y al término L2(β) corrección de Bloch. Por tanto, tendremos que

 −−−=− ZCITIcmzAZcmr
dxdE eeeA 22ln214 2max22222 22 δβγβ
β

π
ρ

La función L(β) se denomina número de frenado (stopping number) y se suele desarrollar en la forma )(4 22 22
β

β
π

ρ
LzAZcmr�dxdE eeA=− K+⋅+⋅+= )()()()( 2210 ββββ LzLzLL

 −−−= ZCITIcmL e 22ln21)( 2max2220 δβγββ
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Las pérdidas de energía debida a bremsstrahlung dominan por encima de una cierta energía denominada crítica (depende de la partícula)El efecto densiad es importante en sólidos y líquidos a alta energía.
La fórmula de Bethe-Bloch no es aplicable a muy bajas energías β<0.05 (alrededor de 1MeV para protones) Bethe-Bloch indica que la forma dominante de las pérdidas de energía para una partícula pesada cargada son las colisiones con electrones atómicos del medio que transfieren su energía en ionización y excitación de estos átomos. Para iones, a este régimen de frenado descrito por la fórmula de Bethe-Bloch, se denomina poder de frenado electrónico.
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Fórmula de BetheFórmula de Bethe--BlochBloch

A alta energía la pérdida de energía por unidad de espesor másico sufre un incremento llamado “subida relativista” ya que aunque β -> 1 en la fórmula el ln(γ) sigue creciendo. Esto es debido al aumento relativista del campo eléctrico transverso del proyectil. Esta subida es del orden de 1.5 para gases y 1.1 para sólidos.

dE/ρdx tiene un mínimo para un valor de βγ ~ 3.5 a 3.0 cuando Z va de 7 a 100. Este valor mínimo en la pérdida de energía por unidad de espesor másico es aproximadamente universal (ver siguiente página) con un valor de 1.5 MeV cm2 g-1. Cuando una partícula alcanza esta energía se dice que es una partícula mínimamente ionizante o MIP.
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Fórmula de BetheFórmula de Bethe--BlochBlochEl valor del mínimo de dE/ρdx no es absolutamente universal ya que tiene una cierta dependencia  de Z.
La fórmula original de Bethe-Bloch predice que dE/ρdx para distintos proyectiles con igual velocidades serían iguales incluso en medios distintos (con igual densidad de electrones). El efecto densidad (polarización del medio) es responsable del comportamiento diferencial entre distintos metriales.
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Uno de los puntos cruciales del modelo de Bethe-Bloch es la energía media de excitación atómica I. Se trata de un parámetro difícil de obtener usando un modelo teórico. Normalmente se calcula a través de un modelo semi-empírico (ICRU 37). En primera aproximación se suele considerar aproximadamente I proporcional a Z (I=10*Z a primer orden). Obsérvese que la gráfica nos da I/Z como función de Z mostrando una dependencia más compleja. 
e En la formulación actual de Bethe-Bloch el orden de precisión con el que se reproduce dE/dx en un cierto material se encuentra dentro del 1% típicamente. En la imagen la reconstrucción de dE/dx a partir de una cámara gaseosa de proyección de tiempo o TPC (Time Projection Chamber PEP4)
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Z
1 H

Peso atómico
1.00797

Dens(g/cm3)
0.0808

I (eV)
19.2

2 HE 4.00260 0.1900 41.8

3 LI 6.93900 0.5340 40.0

4 BE 9.01220 1.8500 63.7

5 B 10.81100 2.5000 76.0

6 C 12.01115 2.2600 78.0

7 N 14.00670 1.1400 82.0

8 O 15.99940 1.5680 95.0

9 F 18.99840 1.5000 115.0

10 NE 20.18300 1.0000 137.0

11 NA 22.98980 0.9712 149.0

12 MG 24.31200 1.7400 156.0

13 AL 26.98150 2.7020 166.0

14 SI 28.08800 2.4000 173.0

15 P 30.97380 1.8200 173.0

16 S 32.06400 2.0700 180.0

17 CL 35.45300 2.2000 174.0

18 AR 39.94800 1.6500 188.0

19 K 39.10200 0.8600 190.0

20 CA 40.08000 1.5500 191.0

21 SC 44.95600 3.0200 216.0

22 TI 47.90000 4.5400 233.0

23 V 50.94200 5.8700 245.0

24 CR 51.99800 7.1400 257.0

25 MN 54.93800 7.3000 272.0

Z
26 FE

Peso atómico
55.84700

Dens(g/cm3)
7.8600

I (eV)
286.0

27 CO 58.93320 8.7100 297.0

28 NI 58.71000 8.9000 311.0

29 CU 63.54000 8.9333 322.0

30 ZN 65.37000 7.1400 330.0

31 GA 69.72000 5.9100 334.0

32 GE 72.59000 5.3600 350.0

33 AS 74.92160 5.7300 347.0

34 SE 78.96000 4.8000 348.0

35 BR 79.80800 4.2000 357.0

36 KR 83.80000 3.4000 352.0

37 RB 85.47000 1.5300 363.0

38 SR 87.62000 2.6000 366.0

39 Y 88.90500 4.4700 379.0

40 ZR 91.22000 6.4000 393.0

41 NB 92.90600 8.5700 417.0

42 MO 95.94000 9.0100 424.0

43 TC 99.00000 11.5000 428.0

44 RU 101.07000 12.2000 441.0

45 RH 102.90500 12.5000 449.0

46 PD 106.40000 12.0000 470.0

47 AG 107.87000 10.5000 470.0

48 CD 112.40000 8.6500 469.0

49 IN 114.82000 7.3000 488.0

50 SN 118.69000 7.3100 488.0

Valores del potencial medio de ionización de PEGS4 (EGS) (Iwan Kawrakow 2005) 
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Z
51 SB

Peso atómico
121.75000

Dens(g/cm3)
6.6840

I (eV)
487.0

52 TE 127.60000 6.2400 485.0

53 I 126.90440 4.9300 491.0

54 XE 131.30000 2.7000 482.0

55 CS 132.90500 1.8730 488.0

56 BA 137.34000 3.5000 491.0

57 LA 138.91000 6.1500 501.0

58 CE 140.12000 6.9000 523.0

59 PR 140.90700 6.7690 535.0

60 ND 144.24001 7.0070 546.0

61 PM 147.00000 1.0000 560.0

62 SM 150.35001 7.5400 574.0

63 EU 151.98000 5.1700 580.0

64 GD 157.25000 7.8700 591.0

65 TB 158.92400 8.2500 614.0

66 DY 162.50000 8.5600 628.0

67 HO 164.92999 8.8000 650.0

68 ER 167.25999 9.0600 658.0

69 TM 168.93401 9.3200 674.0

70 YB 173.03999 6.9600 684.0

71 LU 174.97000 9.8500 694.0

72 HF 178.49001 11.4000 705.0

73 TA 180.94800 16.6000 718.0

74 W 183.85001 19.3000 727.0

75 RE 186.20000 20.5300 736.0

Z
76 OS

Peso atómico
190.20000

Dens(g/cm3)
22.4800

I (eV)
746.0

77 IR 192.20000 22.4200 757.0

78 PT 195.08000 21.4500 790.0

79 AU 196.98700 19.3000 790.0

80 HG 200.59000 14.1900 800.0

81 TL 204.37000 11.8500 810.0

82 PB 207.19000 11.3400 823.0

83 BI 208.98000 9.7800 823.0

84 PO 210.00000 9.3000 830.0

85 AT 210.00000 1.0000 825.0

86 RN 222.00000 4.0000 794.0

87 FR 223.00000 1.0000 827.0

88 RA 226.00000 5.0000 826.0

89 AC 227.00000 1.0000 841.0

90 TH 232.03600 11.0000 847.0

91 PA 231.00000 15.3700 878.0

92 U 238.03000 18.9000 890.0

93 NP 237.00000 20.5000 902.0

94 PU 242.00000 19.7370 921.0

95 AM 243.00000 11.7000 934.0

96 CM 247.00000 7.0000 939.0

97 BK 247.00000 1.0000 952.0

98 CF 248.00000 1.0000 966.0

99 ES 254.00000 1.0000 980.0

100 FM 253.00000 1.0000 994.0

Valores del potencial medio de ionización de PEGS4 (EGS) (Iwan Kawrakow 2005) 
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Fórmula de BetheFórmula de Bethe--BlochBloch

La corrección por efecto densidad (polarización del medio) δ es una función del producto βγ. Se suele parametrizar δ como una función lineal del parámetro  Χ=log10(p/m0c). S¡endo m0 la masa en reposo de la partícula proyectil y p su momento. Estas parametrizaciones provienen del trabajo de R.M. Sternheimer. −−−=− ZCITIcmzAZcmr
dxdE eeeA 22ln214 2max22222 22 δβγβ
β

π
ρ

Corrección por efecto densidad δ como función del parámetro Χ=log10(p/m0c). 
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Fórmula de BetheFórmula de Bethe--BlochBlochLa parametrización actualmente usada para el efecto densidad se encuentra en el trabajo de R.M. Sternheimer, Phys. Rev. B26, 6067-6076 (1952). Los parámetros se muestran aquí para Z=1-13  <
<

<≤−+−
≥−

=

− es)(conductor10 s)conductore (no0 )()10(ln2 )10(ln2 0)(20 0 101 10 xxsi xxsi xxxsixxaCx xxsiCxxx k
δ

δ )/(log10 Mcpx =

Donde
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Fórmula de BetheFórmula de Bethe--BlochBlochEn el régimen de baja energía la aproximacón de que la velocidad del proyectil es superior a la de los electrones atómicos empieza a fallar. Esencialmente cuando se reduce la energía del proyectil éste deja de producir excitaciones o ionizaciones de los estados electrónicos de las capas internas del átomo. Este efecto (shell correction) modifica el valor real de dE/dx en la fórmula de Bethe-Bloch. El valor de C/Z es una función de la velocidad de la partícula y del medio material. C/Z tiende a cero a altas energías.
 −−−=− ZCITIcmzAZcmr
dxdE eeeA 22ln214 2max22222 22 δβγβ

β
π

ρ

Corrección de capas en la fórmula de Bethe-Bloch expresadas en función de la energía para protones. 
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Fórmula de BetheFórmula de Bethe--BlochBlochLas parametrizaciones habituales de la corrección  de capas provienen del trabajo de Barkas (W.H. Barkas y M.J. Berger “Tables of Energy Losses and Ranges of Heavy Charged Particles”, NASA-SP-3013 (1964) )13.0 si  válida(fórmula 10)00157955.01667989.0858019.3( 10)00038106.00304043.0422377.0( 39642 26642
>=

×+−+
+×−+=

−−−−

−−−−

ηβγη

ηηη
ηηη IIC

Gráfica mostrando la contribución del efecto densidad y de la corrección de capas.
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Iones a baja energíaIones a baja energíaPara partículas cargadas pesadas, la fórmula de Bethe-Bloch deja de reproducir el comportamiento empírico para β< 0.05En el rango 0.01<β< 0.05 no existe una teoría satisfactoria. En esta región de baja velocidad se produce un efecto de apantallamiento de la carga del ión o partícula cargada que a veces se denomina “modelo dieléctrico”.
Pico de Bragg

A baja energía 0.01>β los iones se frenan por colisiones con los núcleos del material. A esta contribución se suele llamar poder de frenado nuclear.
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Iones a baja energíaIones a baja energíaA baja energía Linhard y Scharff (J. Linhard y M. Scharff “Energy dissipation by ions in the keV region”, Phys. Rev. 124  (1961)) mostraron que el poder de frenado se puede escribir como una función (lineal) de la velocidad. En general se suele ajustar a una ley de potencias en E, de la formaaEkdxdE =−A alta energía la aproximación de Bethe-Bloch es válida considerando que el ión tiene su carga correspondiente a la ionízación completa.A energías intermedias se considera que el ión modifica localmente la constante dieléctrica del medio. En esta región de energías el valor del poder de frenado alcanza un máximo que se denomina pico de Bragg.
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Pico de BraggPico de Bragg  −−−=− ZCITIcmzAZcmr
dxdE eeeA 22ln214 2max22222 22 δβγβ
β

π
ρ

Consideremos un ión o una partícula cargada pesada que se propaga en un medio material. La pérdida de energía responde a la fórmula de Bethe-BlochDurante el recorrido en el medio el ión tiene su carga desnuda, y su pérdida de energía dE/dx aumenta al disminuir su velocidad. Al llegar a velocidades bajas parte de la carga del ión se recombina, reduciendo el valor de dE/dx. A la curva donde se representa dE/dx en función de la distancia de pentración de la partícula se conoce como curva de Bragg. Esta curva alcanza un máximo conocido como pico de Bragg a una distancia de penetración que depende de la energía cinética original de la partícula. 



3232

Poder de frenado: electrones y positronesPoder de frenado: electrones y positronesLa anterior fórmula de Bethe-Bloch es válida para partículas cuya masa es significativamente mayor que la del electrón: muones, mesones cargados, iones, etc… Sin embargo no podemos aplicarla exactamente a un electrón o positrón. La interacción de los electrones atómicos con el electrón incidente se conoce como scattering Möller, y como scattering Bhabha para los antielectrones.
Además de los diferentes canales de interacción, es habitual debido a la indistinguibilidad cuántica de los electrones asignar como electrón primario al que tenga mayor energía después del scattering. Por esta razón el electrón sólo puede ceder como máximo la mitad de su energía, mientras que el positrón puede ceder toda su energía al electrón atómico.
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Poder de frenado para electrones y positronesPoder de frenado para electrones y positronesLa ecuación para el poder de frenado másico de electrones y positrones se suele denominar por algunos autores como fórmula de Berger-Seltzer (H.Messel and D.F.Crawford. Pergamon Press,Oxford,1970)  −−− −=− ± ZCGIcmAZcmr	dxdE eeeA 2)()1()(ln214 2 22222 22 δβγγβ
β

π
ρLa función G+ corresponde a positrones y la G- corresponde a electrones. −+−+−=− )2ln()12(18 )1(21)( 222 γγγ

γ
βG 2 )2ln()1( 4)1( 101142324)( 322

+ +
+

+
+

+
+−=+

γγγ
ββGPodemos encontrar expresiones equivalentes en Knoll y Attix. En muchas referencias es habitual usar en lugar de β y γ la fracción de la energía cinética sobre la energía en reposo. 222 11;1;

γ
βγττ −=−== cmTe
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Poder de frenado para electrones y positronesPoder de frenado para electrones y positronesLa ecuación anterior también se puede reescribir como  −−− +=− ± ZCHIcmAZcmr	dxdE eeeA 2)(2 )2()(ln2 22222 22
δτττ

β
π

ρLa función H+ corresponde a positrones y la H- corresponde a electrones. +−
+

+−=− )2ln()12(8)1( 11)( 222 ττ
τ

βτH  +
+

+
+

+
+−=+ 322 )2( 4)2( 102142312)2ln(2)(

τττ
βτHEsta expresión y la de la diapositiva anterior son equivalentes.

2cmTe=τ Siendo T la energía cinética del electrón incidente



3535

EjemploEjemploConsideremos una partícula alpha de 5 MeV en silicio. Cacular su poder de frenado (despreciando el efecto densidad y la corrección de capas) eVIzAZcmg 173;2;28;14;/33.2 3 =====ρ

 −= −≈− − 222222122max22222 22 2ln307.02ln214 βγβ
β

βγβ
β

π
ρ IcmzAZgcmMeVITIcmzAZcmrdxdE eeeeA 00268.011;00134.15.9314 511 222 =−==

×
+=+=

γ
βγ McT 126 2212 63300268.010173 )00134.1)(00268.0)(511.0(2ln00268.0 22814307.0 −

−
− = − ×

≈− gcmMeVgcmMeVdxdE
ρSi considerasemos el poder de frenado lineal entonces 1331212 1047.133.2633633 −−−− =⋅==− cmMeVcmggcmMeVgcmMeVdxdE ρSi el poder de frenado fuera constante durante el movimiento del ión (cosa que no es cierta… de hecho aumenta cuando disminuye su velocidad!) cmcmMeVMeVdxdETX 313 104.31047.1 5 −

− ×==
−

≤
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EjemploEjemploConsideremos una electrón  de 5 MeV en silicio. Cacular su poder de frenado (despreciando el efecto densidad y la corrección de capas)
eVIAZcmg 173;28;14;/33.2 3 ====ρ 9914.011;785.10511.0 511 222 =−==+=+=

γ
βγ cmTe   −⋅+−+−− ×

−≈− −
− )2ln()1785.102)785.10((18 )1785.10()785.10(2 110173 )1785.10)(785.10)(9914.0)(511.0(ln9914.0 12814307.0 222612 gcmMeVdxdE

ρ 131212 28.433.283.183.1 −−−− =⋅==− cmMeVcmggcmMeVgcmMeVdxdE ρ

Lo cual representa un poder de frenado 1000 veces menor que la partícula alpha!!
  −+−+−− −

≈−

 −− −+−+−− −=−

− )2ln()12(18 )1(211)(ln1307.0 2)2ln()12(18 )1(21)1()(ln214 2222212 2222 22222 22
γγγ

γ
γβγ

βρ

δγγγ
γ

γγβ
β

π
ρ IcmAZgcmMeVdxdE ZCIcmAZcmr�dxdE eeeeA

gcmMeVdxdE 283.1=−
ρEn términos del poder de frenado linealDe nuevo si el electrón mantuviera su poder de frenado constante durante su movimiento, recorrería más de un cm (esto no es así exactamente!!) pero nos da una idea de la longitud que recorre el electrón.



3737

Poder de frenado en compuestosPoder de frenado en compuestosEn la mayoría de los casos tenemos que calcular el poder de frenado de partículas en compuestos en lugar de sustancias puras. En este caso se considera que 

 ++= K2211 AZAZAZ comp ωω

Lo habitual es definir el cociente Z/A efectivo para el compuesto
K+++= 332211 dxdEdxdEdxdEdxdE comp ρ

ω
ρ

ω
ρ

ω
ρ

 −++≈ 22 222221 2221122 2ln2ln βγβωγβω
βρ

KIcmAZIcmAZzKdxdE eecomp
Donde w1, w2, w3,… son las proporciones en peso de cada elemento con números atómicos Z1, Z2, Z3, … Si obviamos los términos de efecto densidad y de corrección de capas. Podemos escribir (considerando las pérdidas energéticas en valor absoluto) −≈ 222222 2ln1 βγβ

βρ ieii IcmzAZKdxdE
( )  − ++− ++≈ 2222111221122222 )ln()ln(2ln βωωωωγβ

βρ
KK IAZIAZAZAZcmzKdxdE ecomp
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Poder de frenado en compuestosPoder de frenado en compuestosCon esta definición sería interesante tener una parametrización del potencial de excitación medio efectivo de manera que se cumpliera
De aquí obtenemos el valor efectivo del potencial de excitación medio del compuestoK++= )ln()ln()ln( 222111 IAZIAZIAZ compcomp ωω

 −≈ 222222 2ln1 βγβ
βρ compecompcomp IcmzAZKdxdE ( )  − ++−= 222211122222 )ln()ln(2ln βωωγβ

βρ
KIAZIAZAZcmzKdxdE compecomp

Para obtener esta parametrización resulta natural considerar que
 ++ ++= K K2211 222111 )ln()ln()ln( AZAZ IAZIAZIcomp

ωω

ωωAnálogamente se puede obtener el valor efectivo para el efecto densidad en el medio ++ ++= KK2211 222111 AZAZ AZAZcomp
ωω

δωδω
δ
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Poder de frenado por colisiónPoder de frenado por colisión

Poder de frenado en metales (Au, Ag y Al) (Penelope). En estos materiales las colisiones que causan la pérdida dominante de energía son debidas a colisiones con electrones de la banda de conducción.
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Frenado en pequeños espesoresFrenado en pequeños espesores•La fórmula de Bethe-Bloch describe la pérdida media de energía por unidad de espesor másico. •El número de colisiones en un espesor dado sigue una distribución de Poisson. Cuando este número es lo bastante grande se puede decir que las fluctuaciones en dE/dx son gaussianas.•Cuando el número de colisiones es muy bajo en espesores pequeños (i.e. detector gaseoso a presión ambiente para una partícula de mínima ionización el número de colisiones es del orden de 10 por cm) las fluctuaciones respecto al valor medio de energía de frenado de la partícula son muy importantes. Estas fluctuaciones fueron descritas en un modelo desarrollado por Landau y Vavilov (L. Landau, J. Physics (USSR) 8 (1944) 201 ).•Consideremos ∆E la energía depositada en un espesor de material X y sea ∆Emp el valor más probable de la pérdida de energía en este espesor, entonces construimos la variable normalizada XzAZcmr�EE eeAmp ρ
β

πξ
ξ

λ 22 222; =
∆−∆

=La función de densidad de probabilidad para la variable λ viene dada por −+−= ))exp((21exp21)( λλ
π

λfLa cual se conoce habitualmente como la distribución de Landau.
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Frenado en pequeños espesoresFrenado en pequeños espesoresDistribución de la deposición de energía por piones de 500 MeV en detectores de Si de diferentes espesores. Se observa la forma de la distribución de Landau. El valor medio de la pérdida de energía es mucho mayor que el valor más probable de pérdida de energía. La larga cola de altas pérdidas de energía corresponde a sucesos donde se producen uno o varios electrones δ.
Pérdida de energía más probable como función del producto βγ
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Colisiones hardColisiones hardab Colisiones “hard” a~bEn estas colisiones el proyectil incide sobre el átomo con un pequeño parámetro de impacto. En esta situación lo más  probable es que el proyectil interaccione con un solo electrón del átomo que adquiere una elevada energía cinética. Este tipo de electrones se llaman rayos δ, y disipan su enrgía a una cierta distancia de la trayectoria original del proyectil.El tratamiento de la producción de rayos δ suele hacerse estableciendo un valor de corte en la energía cinética transmitida a un electrón en una colisión individual. Las pérdidas de energía tales que 0< T<Tcut<Tmax vienen dadas por  −− +−=−
< ZCTTI TcmzAZcmr
dxdE cutcuteeeATT cut 212ln214 max22 22222 22 δβγβ

β
π

ρLa expresión anterior tiende a Bethe-Bloch cuando Tcut -> TmaxLa distribución de electrones δ con I<<T<Tmax por unidad de espesor másico 222 222 )(2 TTFzAZcmr	dxdT	d eeA β
π

ρ
=−La función F(T) es dependiente del spin del proyectil y β corresponde a la velocidad de éste.
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Colisiones hardColisiones hardEn la fórmula 
La dependencia de las funciones F(T) está descrita en Rossi “High Energy Particles” Prentice-Hall (1952). Hay que señalar que los valores típicos de pérdida de energía por colisión se sitúan entorno a los 20 eV, mientras que un electrón δ de 1 keV o más es un suceso poco frecuente. En el caso spin cero podemos calcular esta contribución escribiendomax21)( TTTF β−=

222 222 )(2 TTFzAZcmr	dxdT	d eeA β
π

ρ
=−Si la partícula primaria es de spin cero (i.e. alpha), entonces 

∫∫  −==− maxmax max222 2222 22 12)(2 TTeeATTeeArayos cutcut TTdTzAZcmr	TTFdTzAZcmr	dxdE β
β

π
β

π
ρ δ   −−=− max2max22 22 1ln2 TTTTzAZcmr�dxdE cutcuteeArayos β

β
π

ρ δ(Para electrones Tmax sólo puede valer E/2 siendo E la energía cinética del electrón primario)
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EjemploEjemploConsideremos de nuevo una partícula alpha de 5 MeV en silicio. Si consideramos Tcut = 1keV, entonces   −−=− − 22222222212 212ln1535.0
γβ

βγβ
βρ δ cm TTcmzAZgcmMeVdxdE e cutcuterayosSustituyendo tendremos que   ×−− ×

=−
−

−
− 233 2212 0013)0.0027)(1.)(511.0(2 10110.0027)(101 0013)0.0027)(1.)(511.0(2ln0.0027228141535.0 gcmMeVdxdE rayosδρDe lo que obtenemos una estimación 12115 −=− gcmMeVdxdE rayosδρPor tanto aproximadamente 1/6 de la pérdida energética da lugar a electrones con energía cinética mayor que 1 keV. 12633 −=− gcmMeVdxdE

ρ
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Poder de frenado másico restringidoPoder de frenado másico restringidoSiguiendo la notación de ICRU (1980). Cuando calculamos la dosis en un pequeño volumen o en un espesor delgado nos encontramos que los rayos δ tienen suficiente rango para escapar de este volumen fiducial y no depositan localmente toda su energía cinética. Si usamos el poder de frenado por colisiones (ionización+excitación) global estaremos sobreestimando la dosis local. Esto tiene especial relevancia en microdosimetría y en radiobiología. También es muy importante en los efectos por interacción individual (Single Event Upset) sobre componentes de microelectrónica digital.Definimos el poder de frenado másico restringido como aquella fracción del poder de frenado másico total por colisiones que provoca la transferencia a un electrón de una energía cinética menor que un cierto valor de corte Tcut que se suele denominar ∆
∆≥∆<

+= TTcol dxdEdxdEdxdE
ρρρEn la gráfica una colisión “hard” provoca la aparición de un electrón con una fracción energía grande respecto a la energía del electrón primario. El electrón secundario δ recorre una distancia macroscópica antes de frenarse.
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Poder de frenado másico restringidoPoder de frenado másico restringidoTrayectoriaTrayectoria de un de un electrónelectrón::
En la En la prácticapráctica la la transferenciatransferencia lineal lineal restringidarestringida equivaleequivale a a generargenerar un un tubotubo cilíndricocilíndrico alrededoralrededor de la de la trayectoriatrayectoria del del electrónelectrón de de modomodo queque los los electroneselectrones secundariossecundarios ((δδ) ) incluidosincluidos puedanpuedan tenertener unauna energíaenergía cinéticacinéticainicialinicial máximamáxima ∆∆..Los  Los  electroneselectrones δδδδδδδδ con con energíaenergía inicialinicial EEkk > > ∆∆∆∆∆∆∆∆ se se excluyenexcluyen..

Electrones δ con energía 
cinética  Ek >∆
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Poder de frenado másico restringidoPoder de frenado másico restringidoPor supuesto el poder de frenado másico restringido tiende al poder de frenado másico total cuando relajamos la energía de corte y la acercamos al valor de Tmax.Para partículas cargadas pesadas, ya hemos visto que la expresión del poder de frenado másico restringido es colTT dxdEdxdE  → ≈∆
∆< ρρ max  −− ∆+− ∆=−

∆< ZCTIcmzAZcmr
dxdE eeeAT 212ln214 max22 22222 22 δβγβ
β

π
ρPara electrones y positrones se puede escribir como (siendo E la energía cinética de la partícula primaria)  (recordemos que Tmax es E/2 para e- y E para e+)  −−− +=− ±

∆< ZCFIcmAZcmr	dxdE eeeAT 2),(2 )2()(ln2 22222 22
δητττ

β
π

ρ

[ ]  −++−+
−

+−+−−=− )1ln()12(2)1(1 1)1(4ln1),( 2222 ητητβ
η

ηηβητF  −+++−−+−=+ 4333222222 43)1(2)3()2(1)4ln(),( ητξητξξτηξτξηξβηητF 21;;2 +
=∆==

τ
ξητ EcmEe
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Poder de frenado másicoPoder de frenado másico

Poder de frenado másico
total no restringido y 
restringido(∆ = 10 keV y 
100 keV) para carbono
(ICRU Report No. 37)

Observamos que el poder de frenado másico no restringido y restringido empiezan
a diverger al aumentar la energía. Evidentemente cuanto mayor sea el valor de ∆
a mayor energía se aprecia la divergencia (líneas rojas).
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Transferencia lineal de energíaTransferencia lineal de energíaLa transferencia lineal de energía L∆ es el poder de frenado lineal restringido asociado a la partícula en cuestión, de modo queLa transferencia lineal de energía se suele dar el keV por µm. Hay que dividir por un factor 10 en el caso de tener el poder de frenado másico calculado en MeV cm2/g junto con la densidad en g/cm3. Para un ión por tanto ∆<∆<
∆ == TT dxdEdxdEL

ρ
ρ

 −− ∆+− ∆=−=
∆<

∆ ZCTIcmzAZcmr
dxdEL eeeAT 212ln214 max22 22222 22 δβγβρ
β

π
ρ

ρTambién se define la transferencia lineal de energía no restringida (de importancia en la protección radiológica) como colT dxdELL == ∆→∆∞ ρ
ρmaxlim
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Transferencia lineal de energía y microelectrónicaTransferencia lineal de energía y microelectrónicaLa transferencia lineal de energía está directamente vinculada a la producción de cambios de estado en microelectrónica digital (Single Event Upset) por la interacción de una única partícula. El efecto se produce mediante iones o fragmentos nucleares cuyo LET es muy elevado
LET de diferentes iones en función de su energía por nucleón Probabilidad de cambio de estado en función del LET
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Transferencia lineal de energía y microelectrónicaTransferencia lineal de energía y microelectrónicaLa transferencia lineal de energía se puede convertir en una carga crítica asociada al proceso si se conoce el espesor medio del material de la región activa del componenteEsta carga crítica se puede relacionar con un cambio de potencial en el nodo de la celda de memoria a través de la capacidad por nodo.ehthcritthth WexLETQxLETE ∆⋅=∆⋅= ;
LET efectivo de partículas alrededor de la Tierra. Obsérvese en la parte superior la equivalencia a carga. Tasa de  SEU en una memoria de un satélite frente al flujo de protones durante una erupción solar.
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ab Colisiones con el campo de Coulomb nuclearColisiones con el campo de Coulomb nuclearColisiones “hard” a>>bEn estas colisiones el proyectil incide sobre el átomo con un parámetro de impacto tan pequeño que la interacción electromagnética tiene lugar en el campo de Coulomb que rodea al núcleo. La colisión en las energías de interés en dosimetría y radiología es elástica excepto en una pequeña fracción de sucesos (2 a 3%). Este proceso radiativo es mucho más importante para electrones y positrones que para partículas cargadas pesadas. Debido a su mayor masa y carga, el proceso de frenado se debe fundamentalmente a las colisiones con el núcleo del átomo. Bethe y Heitler (1934) desarrollaron el modelo no-relativista de colisión donde el núcleo se supone fijo y el proyectil tiene masa M (ver Jackson “Classical Electrodynamics”)242MzZdxdE rad ∝Esta dependencia implica que las pérdidas por bremsstraghlung son más importantes en materiales de alto Z y se comportan inversamente a la masa del proyectil para una velocidad dada. 



5353

ab Colisiones con el campo de Coulomb nuclearColisiones con el campo de Coulomb nuclear

Para partícula cargadas pesadas la sección eficaz diferencial de scattering Rutherford (relativista) viene dada por 
La mayor parte de las colisiones a energías no relativistas dan lugar a scattering elástico que se conoce como scattering Rutherford. Estas colisiones contribuyen al cambio de dirección de las partículas cargadas en el medio sin que éstas pierdan energía.θ

Donde E es la energía cinética de la partícula incidente. Esta sección eficaz tiene una marcada dependencia angular produciendo preferentemente dispersiones  a bajo ángulo. La sección eficaz Rutherford anterior no se ajusta al caso de los electrones, así que Mc Kinley y Feschbach (Phys. Rev. 74, 1759) modificaron esta sección eficaz elástica para electrones )2/(sen 144 1)1( 422202
θπε

βσ −= Ω EZedd Ruth
( ))2/(sen1)2/(sen)2/(sen1 222 θθπβθβ

σ

σ

−+−= Ω

 Ω cZedddd RuthMcF h
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ab
BremsstrahlungBremsstrahlungComo resultado de la deceleración de los electrones en el campo eléctrico del núcleo. Las secciones eficaces  aquí expuestas provienen  de Koch y Motz (Reviews of Modern Physics 31, 4 (1959)). Esta emisión de fotones de bremsstrahlung depende del campo electrostático que ven los electrones en el núcleo. Consideremos E la energía total inicial del electrón incidente y sea E-W la energía total del fotón dispersado. En el modelo de Thomas-Fermi se define la variableEsta variable está relacionada con el grado de apantallamiento nuclear por los electrones atómicos (screening), siendo cero para apantallamiento completo e infinito si no hay apantallamiento. El poder de frenado másico para este proceso viene dado por 3/12)(100 ZWEE Wcme

−
=ξ

 −+=−

≈>> )(181183ln4 0; 3/1223/12 ZfZEZrA�dxdE ZcmE eAbreeme
α

ρ

ξ
αSiendo alpha la constante de estructura fina ~1/137 y E la energía total del electrón
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ab BremsstrahlungBremsstrahlungA bajas energías el poder de frenado másico se puede escribir mediante
La función f(Z) es una corrección pequeña a la aproximación de Born. Esta función toma valores  −−=−

>><< )(312ln4 1; 2223/12 ZfcmEEZrA�dxdE ZcmE eeAbreeme
α

ρ

ξ
α

alto     Zpara137925.0)(bajo;     Zpara137202.1)( 22 == ZZfZZfSi obviamos la dependencia logaritmica del poder de frenado para bremsstrahlung, podemos establecer que éste es proporcional a la energía del electrón incidente0XEdxdE brem ≈−
ρA X0 se conoce como longitud de radiación y se define a veces como el espesor que deja al electrón con una energía 1/e de su energía inicial. −+−+ +=

− 642122 137002.01370083.01370369.020206.01371137)( ZZZZZZf
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ab BremsstrahlungBremsstrahlungLa longitud de radiación para diferentes materiales viene dada por la expresión
Si dividimos X0 por la densidad de material encontraremos la longitud de radiación en el material. Por ejemplo en el caso de Si es de 9.4 cm. En el caso de una mezcla de elementos la longitud de radiación se obtiene mediante las fracciones en peso de cada elemento, esto es 

+
= 20 287ln)1( 4.716 cmgZZZ AX

Es importante señalar las dependencias en el número atómico y másico del material de las pérdidas de energías producidas por colisión y por bremsstrahlung ∑
=

=
ni ii XX 10 11 ω

AZ�dxdE Acol ∝−
ρ AZ�dxdE Abrem 2

∝−
ρ

ZdxdEdxdE colbrem ∝−

−

ρ

ρ
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BremsstrahlungBremsstrahlungLas pérdidas de energía de los electrones se pueden dividir en pérdidas por colisiones y por radiación de frenado de la formaLas pérdidas por radiación son dominantes a alta energía mientras que las pérdidas por colisión son dominantes a baja energía. En la Figura se aprecia que ambos mecanismos de frenado se igualan a una energía que depende de Z. 
colEradE CC dxdEdxdE ,, = ρρ

Mientras que la dependencia en Z del poder de frenado por colisión es reducida, la dependencia del poder de frenado por radiación es muy marcada. Definimos la energía crítica como aquella para la cual las pérdidas por colisión y radiación se igualan
radcol dxdEdxdEdxdE += ρρρ

)(24.1610 MeVZEC +
≈Para Si esta energía crítica es de 40 MeV. 
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BremsstrahlungBremsstrahlungEn el límite de alta energía es posible establecer aproximadamente el cociente entre las pérdidas de energía de radiación y colisión. Este cociente es prporcional a la energía cinética (E) del electrón La constante del denominador tiene una cierta incertidumbre (Apendice E del attix) e incluso una cierta dependencia logarítmica en la energía del electrón. Definimos la fracción emitida como radiación y(T) para un electrón de energía cinética T como
21600 cmZEdxdEdxdE ecolrad ⋅≈ 

ρ

ρ

 = dxdEdxdETy rad
ρ

ρ)(Esta fracción depende de T aumentando con la energía cinética del electrón (ver gráfica)Para un positrón hay que incluir la aniquilación en vuelo
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BremsstrahlungBremsstrahlungAparte de la definición de la fracción (instantánea) de energía radiada, tiene interés definir la fracción neta Y(T0) de energía radiada por un electrón (o positrón) cuya energía cinética inicial es T0 hasta que se detiene en el medio material 
El valor medio de esta fracción de energía emitida como radiación es aquella constante g que usamos para relacionar el coeficiente másico de absorción de energía frente al coeficiente másico de transferencia de energía en el caso de fotones. ∫∫

=
==

− 00 0000 100 )(1)()( TT rad TydTTT dxdTdxdTdTTyTY ρρ = dxdTdxdTTy rad
ρ

ρ)(
entr g µµ =− )1( γ

γ

σ

σK�T K�T dTddT dTdTYdTYg
∫

∫  == maxmax00 )(Donde en esta expresión la sección eficaz hace referencia a la sección eficaz de Compton y Tmax es la máxima energá transferida por el fotón al electrón del medio.
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Poder de frenado por radiaciónPoder de frenado por radiación

Poderes de frenado por radiación en metales (Au, Ag, Al) (Penelope) como función de la energía cinética de los electrones y positrones.
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Scattering múltipleScattering múltipleLas colisiones de Coulomb  en el medio material desvían a las partículas cargadas de su dirección original de movimiento. Aunque los ángulos de dispersión son pequeños el gran número de colisiones contribuye a que este efecto sea apreciable.Este proceso de dispersión se conoce como scattering múltiple y fue modelizado por Moliére. Caracterizamos este proceso por una dependencia gaussiana con un ángulo de semiapertura dado por (para un proyectil de carga z)  += 000 ln038.016.13 XxXxzpcMeV ρρ
β

θSiendo βc la velocidad de la partícula, p su momento, ρx el espesor másico del material a atravesar. Evidentemente para un electrón z=1. X0 es la longitud de radiación del material en cuestión. La diracción de salida forma un ángulo en el espacio con la dirección incidente dada por θspace mientras que si lo proyectamos en un plano este ángulo será θplane



6262

Scattering múltipleScattering múltipleLa distribución de direcciones de salida de la partícula después de un espesor x será en el espacioSi lo expresamos proyectado en un plano la distribución de ángulos será −=
Ω 20220 2exp2 1

θ
θ

θπ
spacedd�

En muchos problemas puede ser interesante conocer la desviación del punto de emergencia de la partícula respecto al plano que contiene su trayectoria inicial esta desviación se puede escribirHay que recordar que aproximadamente se cumple que −= 2020 2exp21 θ
θ

θπθ
planeplanedd� 2 ,2 ,2 yplanexplanespace θθθ +≈031 θxy plane =O la longitud de la cuerda que une el punto de impacto y de salida0341 θxs plane =
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Aniquilación positrónAniquilación positrón--electrónelectrónUn positrón se aniquila con un electrón del medio material para producir dos fotones de alta energía. Consideremos la aniquilación en vuelo del positrón con un electrón inicialmente en reposo en el medio material En el caso de aniquilación en vuelo los dos fotones pueden tener energía diferente E+, E-que (siendo E la energía cinética del positrón) verificaráe+ e- E+E- −+ +=+ EEcmE e 22+θCada suceso de aniquiliación queda completamente caracerizado cuando establecemos el reparto de la energía entre los dos fotones de aniquilación. Se suele usar la variable −θ

Mediante la conservación de energía y momento obtenemos los ángulos polares de emisión de ambos fotones en el laboratorio 22 cmE E e+
= −ζ

11 11)cos(;111)cos( 22 −
−

−+
=

−

−+
= +−

γ
ζ

γ
θ

γ
ζ

γ
θ
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Aniquilación positrónAniquilación positrón--electrónelectrónLa sección eficaz diferencial de aniquilación por electrón fue calculada en el centro de masas por Heitler (1934). Si la transformamos al sistema de referencia donde el electrón está en reposo y la integramos se obtiene la sección eficaz total (por electrón del medio)Donde re es el radio clásico del electrón. Esta sección eficaz por electrón se puede transformar en el recorrido libre medio de aniquilación teniendo en cuenta la densidad electrónica del medio. [ ]{ }1)3(1ln)14()1)(1( 22222 −+−−+++
−+

= γγγγγγ
γγ

πσ eann r
[ ]{ }1)3(1ln)14()1)(1(1 22222 −+−−+++

−+
== γγγγγγ

γγ
πρσρ

λ
eAannAann rZA�ZA�Donde si expresamos la densidad en g/cm3 y re en cm, obtendremos el recorrido libre medio del positrón en cm. 
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Aniquilación positrónAniquilación positrón--electrónelectrón

La sección eficaz de aniquilación decrece con la energía cinética del positrón considerablemente. Así un positrón tiende a aniquilarse cuando ha sido frenado en el medio de modo sustancial. La distribución de los ángulos de emisión de los fotones a baja energía tienen un máximo a 900. Sin embargo a alta energía la aniquilación en vuelo produce fotones orientados hacia delante (a 1 MeV el máximo está entorno a 200).
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Monte CarloMonte CarloLa forma detallada (suceso a suceso) de simular los procesos de transporte de la radiación en la materia mediante métodos numéricos se suele denominar método Monte Carlo
Lista de los códigos Monte Carlo más comunes y los algoritmos que usan
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Poder de frenado totalPoder de frenado totalEl poder de frenado total de una partícula cargada en un medio material es la suma del poder de frenado por colisión (ionización+excitación)  y el poder de frenado por radiación. 

Poder de frenado total, por colisión y radiación para electrones en agua desde 0.01 MeV hasta 1000 MeV. http://www.physics.nist.gov/PhysRefData/Star/Text/ESTAR.html
radcoltot dxdEdxdEdxdE += ρρρ
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AlcanceAlcanceDefinimos como alcance R de una partícula cargada de una energía cinética dada T en un medio material como el valor esperado de la longitud de su trayectoria en dicho medio hasta que la partícula se detiene (alcanza la energía térmica del medio).A Bptf Debido a que la trayectoria de la partícula se desvía de su dirección de incidencia, la profundidad máxima que alcanza tf en el medio no coincide con su alcance R.Definimos como alcance proyectado <t> de una partícula cargada de una energía cinética T dada en un medio material, como el valor esperado (valor medio) de las profundidades máximas de penetración tf de dicha partícula. Estas profundidades tf se miden en la dirección inicial de incidencia de la partícula cargada.El alcance se suele expresar en unidades de espesor másico (i.e. g/cm2). Se excluye de modo habitual las interacciones de tipo nuclear en la definición de alcance R.
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Alcance CSDAAlcance CSDAAunque el alcance R así definido puede ser establecido experimentalmente, se suele definir el alcance CSDA (Continuos Slowing Down Approximation) a partir del poder de frenado másico que hemos establecido previamente (Bethe-Bloch). Como conocemos la pérdida de energía por unidad de espesor másico podemos definirA BptfDe nuevo RCSDA se suele tabular en g/cm2. Para muchas situaciones el rango (alcance) R definido anteriormente y el rango CSDA pueden ser considerados como idénticos. Sin embargo, las pérdidas de energía reales tienen lugar en colisiones discretas y discontinuas, lo que hace que pueda haber ligeras diferencias entre el alcance real y el CSDA. Estas diferencias suelen ser pequeñas para particulas cargadas pesadas. Por ejemplo para protones son menores del 0.2%. Para electrones la diferencia puede ser considerablemente mayor.
∫ = 00TCSDA dxdTdTR

ρSiendo T0 la energía cinética inicial de la partícula. El poder de frenado del denominador es el total.
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Alcance electrones en agua.Alcance electrones en agua.

Alcance CSDA de electrones en agua, última columna de la derecha. Obsérvese que en la región de radioterapia de fotones (MeV) el alcance  es del rango de cm.
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Alcance CSDA. Partículas cargadas pesadasAlcance CSDA. Partículas cargadas pesadasEl alcance R CSDA (Continuos Slowing Down Approximation) se suele calcular para protones en el caso de las partículas cargadas pesadas y se obtiene para partículas de diferente carga/masa a través del correspondiente escalado. Hemos de tener en cuenta los siguientes aspectos para partículas cargadas pesadas: )1(2 −= γMcT• La energías cinéticas de partículas con la misma velocidad son proporcionales a su masa• Todas las partículas cargadas con carga unidad (en unidades de la carga del electrón) tienen el mismo poder de frenado• Por tanto el rango de una partícula cargada pesada (con una carga unidad) es proporcional a su masa en reposo )(2 β
ρ

LzdxdT =

)()1( 22 β
ρ
γ

ρ
LzdxdMcdxdT =−=



7272

Alcance CSDA. Partículas cargadas pesadasAlcance CSDA. Partículas cargadas pesadasPara garantizar que las velocidades de ambas partículas son iguales, la relación entre la energía cinética T de la partícula de masa M y la energía cinética del protón Tp será
De donde podemos obtener el poder de frenado másico de una partícula pesada de masa M y carga z a partir del poder de frenado másico del protón en el mismo medio.

MMMccMTT PPPP =
−

−= )1( )1(22 γ
γPor lo tanto a iguales velocidades tendremos que TMMT PP = ),1,(),,( 0202000 00 20 , TMMMRMz MMz MMMTzMR PPCSDAPTMM dxdTdTPTMM dxdTz dTPT dxdTdTCSDA P PMP PP PMPPzM ==== ∫∫∫  ρρρ

La definición del rango CSDA viene dada por 
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Alcance CSDA. Partículas cargadas pesadasAlcance CSDA. Partículas cargadas pesadas

Puesto que el poder de frenado se comporta como Z/A, el rango resulta ser mayor al aumentar Z, de modo que en Pb a la misma energía es del orden de tres veces mayor que en Carbono.
6701415)( 77.10 += TCRCSDA

Alcance para protones en C, Cu y Pb. Obsérvese que el comportamiento a altas energías es aproximadamente lineal con T01.77 con diferentes factores entre los diferentes medios materiales (Z).T en MeV, R en g/cm2
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Alcance proyectadoAlcance proyectado

Por tanto podemos calcular el valor del alcance proyectado mediante un experimento de transmisión donde midamos el número de partículas que atraviesan un cierto espesor de material aumentándolo progresivamente hasta que no exista ninguna partícula transmitida. )()(0 dtttftprob� td� +<<=

El alcance proyectado lo definimos como el valor esperado de la profundidad máxima de penetración tf en el medio en la dirección de inicidencia. Si consideramos un haz de partículas estrecho que incide sobre una lámina de espesor t, las partículas que no atraviesen dicha lámina serán aquellas que tengan tf < t. Si consideramos una lámina de espesor infinitesimal dt a una profundidad total t
N0

A Bptf
∫∫∑ ∞∞∞

=

==+<<>=< 00000 )(1)(1)( dttd�tdt�ttd��dtttftprobtt tLa función  1/N0 * dN/dt representa la densidad de probabilidad de máximas profundidades de penetración tf. 
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AlcanceAlcance

En general hasta que el espesor másico del material se acerca al rango proyectado <t>, no se observa ningun decremento del número de partículas. El rango R (valor medio de la longitud de trayectoria) para protones no suele ser mayor de un 3% que el rango proyectado <t> y es muy cercano a tmax. El rango R para iones suele estar cerca de tmax, en el caso de electrones R > tmax en general.

El alcance máximo tmax se define como el mínimo espesor másico que no es atravesado por ninguna partícula. (O el alcance de la partícula más penetrante)En la figura los tres rangos definidos: RCSDA, <t> y tmax. Obsérvese que en general se cumple quemaxtt <Para partículas pesadasmaxtRCSDA ≈
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Alcance. ElectronesAlcance. ElectronesEn el caso de los electrones es especialmente llamativa la suave forma de S de su penetración en el material. Es importante tener en cuenta que los electrones (y las partículas cargadas en mucha menor medida) sufren:• Scattering multiple que produce trayectorias tortuosas haciendo significativamente menor el valor de la profundidad de penetración respecto al alcance (longitud de trayectoria).• Dispersión de alcance, produciendo variaciones en el alcance como consecuencia de las variaciones estocásticas en la tasa de pérdida de energía en el medio.• Dispersión de energía (energy straggling) relacionada con la anterior, produce que después de penetrar un espesor t, un haz monoenergético deja de serlo.Todos estos efectos en electrones a alta energía llevan a tener tmax ~ 2<t>. Mientras que para bajo Z tmax es comparable al rango, el cociente a alto Z es tmax/R ~ 0.5. Sin embargo <t> y tmax dependen poco de Z.
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Alcance. ElectronesAlcance. ElectronesEn el caso de electrones la dosis superficial crece con la energía del haz. En terapia puede considerarse que el haz es casi monoenergético al abandonar el cabezal del LINAC. La contaminación de frenado crece con la energía del haz. 
Energy

(MeV)

R90

(cm)

R80

(cm)

R50

(cm)

Rp

(cm) (MeV)

Surface 
dose %

6 1.7 1.8 2.2 2.9 5.6 81

8 2.4 2.6 3.0 4.0 7.2 83

10 3.1 3.3 3.9 4.8 9.2 86

12 3.7 4.1 4.8 6.0 11.3 90

15 4.7 5.2 6.1 7.5 14.0 92

18 5.5 5.9 7.3 9.1 17.4 96
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Alcance extrapolado. ElectronesAlcance extrapolado. ElectronesPara el caso de electrones es habitual definir el alcance extrapolado como el punto de corte de la interpolación lineal del número de elecronestransmitidos en función del espesor másico del material. (En niveles de megavoltaje el poder de frenado en agua está entorno a 2MeV/cm) R90 R50 Re RmaxNe transmittedSe define como R50 (R90) el espesor másico al cual el número de electrones transmitidos es la mitad (90%) de los electrones incidentes en la lámina de material.
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Alcance. Fórmulas semiempíricas. Partículas alphaAlcance. Fórmulas semiempíricas. Partículas alpha

[ ] MeVTMeVTTmmR MeVTMeVTmmR 154)85.205.0()( 4161.1exp)( 23 ≤<+=

≤<=

Para partículas alpha la diferencia entre el alcance máximo y alcance extrapolado es pequeña (menos del 5%). En general se suele dar el rango en el aire (a temperatura y presión estándar)Donde T es la energía cinética de las partícuas alpha en MeV. Estas fórmulas pueden ser utilizadas para calcular el alcance en otros medios (con igual energía cinética inicial) considerando la regla de Bragg-Kleeman 33211221 /1029.1; cmgAARR aire −⋅== ρ
ρ
ρEn esta fórmula semiempírica podremos usar un número  másico efectivo del medio de acuerdo a la ecuación siguiente ∑

=

= ni iieff AA 1 1ωPor ejemplo en el caso de aire (22.9% O, 74.5% N, 2.6% Ar) tendremos que7.14;84.340026.014745.016229.0 1
== ++=

− effeff AA
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Alcance. Fórmulas semiempíricas. Partículas alphaAlcance. Fórmulas semiempíricas. Partículas alpha

[ ] MeVTMeVTTmmR MeVTMeVTmmR 154)85.205.0()( 4161.1exp)( 23 ≤<+=

≤<=

Podemos entonces calcular el alcance de una partícula alpha partiendo de su alcance en aire. Por ejemplo, podemos calcular el alcance de una particula alpha de 10 MeV de energía cinética en aluminio. Recordemos quePor tanto en aire mAARR µ
ρ
ρ 6.687.14277.2 1029.19.105 3211221 =⋅==

−Esta fórmula de Bragg-Kleeman se puede usar para calcular el alcance en otros medios como por ejemplo en oro, partiendo del cálculo en aluminio
mmmmR 9.10510)85.21005.0()( 5.1 =+⋅=En aluminio tendremos

mmAARR µµ
ρ
ρ 9.25271973.197.26.68211221 ===
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Alcance. Fórmulas semiempíricas. Protón y deuterioAlcance. Fórmulas semiempíricas. Protón y deuterio;bien  o; ddpp TMMTTMMT α
α

α
α ==

En el caso de protón y deuterio podemos calcular su alcance en aire usando el alcance de una partícula alpha en auire con su misma velocidad, esto esUna vez conocida la energía cinética correspondiente calculamos el alcance de la partícula alpha y después el alcance de protón o deuterón mediante
MeVTTMMT ddd 102 =≈= α

α

Donde el rango de la partícula alpha y del protón o deuterón estan en mm.;2),(4),( −= α
α

RM dpMdpRPor ejemplo, si queremos calcular el rango de deuterio de 5 MeV en aluminio. Primero calcularemos el rango de una partícula alpha equivalente en aire
mmmAARR µ

ρ
ρ 1367.14277.2 1029.1210 3211221 =⋅==

−

mmmmR 9.10510)85.21005.0()( 5.1 =+⋅=Y usamos la regla de Bragg-Kleeman para calcular Calculamos el rango del deuterio en aire mmRmmR 210210622214)( =−⋅=−= α
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Alcance. Fórmulas semiempíricas. ProtónAlcance. Fórmulas semiempíricas. Protón

MeVTMeVTTmR MeVTMeVTmR 207.2)ln(434.068.05.10)( 7.2121.14)( 25874.1
≤<

+
=

≤<=

µ

µ

Otra opción en el cálculo del alcance de protones es usar la parametrización de Bichsel en aluminio (Phys. Rev. 112 1958)
Una vez calculado el alcance en aluminio se puede obtener el correspondiente alcance en otro medio teniendo en cuenta la regla de Bragg-Kleeman.Por ejemplo podemos determinar el alcance de un protón de 10 MeV en silicio. Para ello calculamos primero el alcance en aluminio mR µ625)10ln(434.068.0 105.10 2

=
+

=Calculamos el rango en silicio
T (MeV)

mmAARR µµ
ρ
ρ 737272833.2 7.2625211221 ===
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Alcance. Fórmulas semiempíricas. Electrones y Alcance. Fórmulas semiempíricas. Electrones y 
positronespositrones

[ ]  −+
−−−+= 5)1(1 )1()1(1ln)/( 432212 aaaaaamkgR

γ
γγ

Una fórmula aproximada para el alcance extrapolado proviene de Tabata, Ito y Okabe (NIM 103 1972).Los parámetros a1, a2, a3, a4, a5 dependen de A y Z de la formaPor ejemplo podemos determinar el alcance de un electrón de 1 MeV en aluminio (Z=13, A=27)957.2511.0 511.1232.110180.1468.1 1001.39891.01078.1335.2 109.0524 4342209.11
===⋅−=

⋅−=⋅==

−

−−

γZaZa ZaZaZ Aa T (MeV)
9315.0)13( 232.13146.11310180.1468.1 985.0131001.39891.01031.2131078.1837.2)13( 27335.2 109.0524 43342209.11

===⋅⋅−=

=⋅−=⋅=⋅⋅===

−

−−−aa aaa
[ ] 229315.0332 /393.0/93.3)1957.2(3146.11 )1957.2(985.0103.2 )1957.2(103.21ln837.2)/( cmgmkgmkgR == −+

−−
⋅

−⋅+= −

− mmcmcmg cmgcmR 46.1146.0/7.2 /393.0)( 3 2
===
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Fórmulas semiempíricas. Transmisión para fuentes betaFórmulas semiempíricas. Transmisión para fuentes beta

14.1max2 7.1)/( −⋅= Ekgmµ

En las fórmulas de alcance para electrones consideramos electrones monoenergéticos. Sin embargo si estudiamos la fracción de electrones transmitidos a través de un cierto espesor t de un material, hemos de tener en cuenta que una fuente beta emite electrones con energías cinéticas desde 0 hasta Emax. La dependencia del número de electrones trasmitidos con el espesor puede considerarse como exponencial
Donde Emax está en MeV.Siendo t el espesor másico del material interpuesto entre la fuente y el detector. El valor del coeficiente de atenuación efectivo se ha determinado experimentalmente ( )t�t� µ−= exp)( 0β
Podemos entonces calcular la fracción de electrones provenientes de una fuente de 32P que atravesarán una lámina de 0.2 mm de Al. El 32P emite betas con una energía máxima de 1.71 MeVkgmkgm /92.0)71.1(7.1)/( 214.12 =⋅= −µ 61.0)/107.2102.092.0exp()exp()( 3330 =××−=−= − mkgmt�t� µ
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Dosis en láminas delgadas depositada por partículas cargadasDosis en láminas delgadas depositada por partículas cargadasConsideremos un haz de partículas cargadas monoenergético que incide perpendicularmente sobre una lámina delgada (número atómica Z). Sea T0 la energía cinética de las partículas incidentes. En el caso más simple podemos suponer que se cumplen los  siguientes requisitos:• El poder de frenado por colisión es casi constante en el espesor y la pérdida de energía cinética es pequeña comparada con T0• Todas las partículas siguen una trayectoria prácticamente recta al atravesar la lámina.• La energía cinetica de los rayos δ que abandonan la lámina es despreciable. Bien porque el rango de estos rayos es menor que el espesor de la lámina. O bien porque ésta se encuentra insertada entre láminas adyacentes de modo que para cada rayo δ que abandona la lámina otro penetra en la misma. Esto es existe equilibrio de partículas cargadas respecto a los rayos δ.En general para partículas cargadas pesadas estas condiciones se suelen satisfacer. En el caso de electrones despreciamos aquí su retrodispersión, y el efecto de múltiple scattering que tiende a hacer que sus trayectorias se desvíen significativamente de la línea recta. Bajo éstas hipótesis cada partícula cargada pierde una energía igual a su poder de frenado por el espesor de material. Así que la energía perdida por unidad de área es 222 / másicoespesor  ;/en  ;/ fluencia; cmgtcmgMeVdxdTcmparttdxdTE cc ρ
ρ

ρ
ρ ΦΦ=
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Dosis en láminas delgadas depositada por partículas cargadasDosis en láminas delgadas depositada por partículas cargadasConsiderando la situación de CPE para los rayos δ, podemos considerar que la energía perdida por el haz es igual a la energía impartida en la lámina. Por lo cual la dosis se puede calcular como la energía impartida dividida por la masa asociada a la unidad de área, esto es
Esto significa que la dosis puede ser calculada como el producto de la fluencia por el poder de frenado másico por colisión en el medio material. En el caso de expresar el poder de frenado en MeV/(g/cm2) y la fluencia en 1/cm2, obtendremos D en MeV/g que puede ser convertido a Gy mediantecc dxdTt tdxdTtED Φ=

Φ
==

ρρ

ρ
ρ

ρ

La dosis NO DEPENDE del espesor de la lámina. De modo que si se mantienen las hipótesis de este cálculo, si se inclina la lámina de modo que no sea perpendicular al haz la dosis permanece invariante.En el caso de no cumplirse CPE para los rayos δ, tendremos que usar el poder de frenado restringido en lugar del poder de frenado total por colisión. cdxdTGyD Φ⋅= −

ρ
1010602.1)(
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Dosis en láminas delgadas depositada por partículas cargadasDosis en láminas delgadas depositada por partículas cargadasEn el caso de electrones, incluso en espesores no excesivamente grandes, la hipótesis de trayectorias rectilíneas no es aceptable. Aunque la pérdida de energía cinética no sea importante, la corrección por la longitud efectiva de la trayectoria puede llegar a ser de hasta un 10%. El parámetro habitual para parametrizar el espesor de un material para electrones es la fracción de longitud de radiación X0
A primer orden, en láminas delgadas el aumento efectivo (relativo) de la dosis es igual al correspondiente a la longitud efectiva de la trayectoria de electrones. )1(10602.1)( 10 ∆+Φ⋅= − cdxdTGyD

ρ

La gráfica adjunta nos muestra el incremento a aplicar en la longitud efectiva de la trayectoria del electrón en función de este parámetro ξ. Una vez conocido el incremento efectivo ∆ de la longitud, podemos calcular 0X tρξ =
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Dosis en láminas gruesas depositada por partículas cargadasDosis en láminas gruesas depositada por partículas cargadasCuando consideramos partículas cargadas pesadas en una lámina gruesa, la hipótesis que falla (respecto a las realizadas en lámina fina) es la variación del poder de frenado másico de las partículas (i.e. variación de su velocidad). La pérdida de energía cinética en lámina gruesa es considerable comparada con el valor de ésta. Sea T0 la energía cinética incidente del haz monoenergético y Tex la energía cinética media de las partículas emergentes de la lámina. Podremos decir que la pérdida de energía cinética es
La dosis media corresponde al cociente entre esta energía y la masa correspondiente a la unidad de área de la lámina TE ∆⋅Φ=

La energía media depositada en la lámina por unidad de superficie es igual a la fluencia del haz multiplicada por la pérdida media de energía cinética exTTT −=∆ 0
2210 /en  en   en   ;10602.1)(; cmgtMeVTcmtTGyDtTD ρ

ρρ
∆Φ∆⋅Φ⋅=∆⋅Φ= −−Una técnica de cálculo consiste en evaluar el alcance CSDA para T0 en el material R0. A este valor de alcance le restamos el valor de espesor de la lámina Rex=R0-ρt  y obtenemos el alcance residual de las partículas emergentes. Tomando este alcance Rex buscamos la energía cinética que le corresponde en la tabla CSDA y obtenemos Tex de donde calculamos ∆T.
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Dosis en láminas gruesas depositada por partículas cargadasDosis en láminas gruesas depositada por partículas cargadasEn el caso de electrones el principio de cálculo es el mismo. Esencialmente hemos de hacer dos correcciones:• La longitud de trayectoria media es superior al espesor de la lámina y normalmente esta discrepancia es proporcional al espesor del material.• Una parte de la pérdida de energía  en el medio se invierte en la producción de radiación de frenado. Esta fracción la habíamos caracterizado por  Y(T) la fracción neta de energía radiada (diap. 58)La dosis media será cTE ∆⋅Φ=

La energía media depositada en la lámina por unidad de superficie es igual a la fluencia del haz multiplicada por la pérdida media de energía cinética empleada en colisiones ))(1())(1( 00 exexc TYTTYTT −−−=∆ 2210 /en  en   en   ;10602.1)(; cmgtMeVTcmtTGyDtTD cc ρ
ρρ

∆Φ∆⋅Φ⋅=∆⋅Φ= −−
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Dosis en láminas gruesas depositada por electrones. EjemploDosis en láminas gruesas depositada por electrones. Ejemplo

GyGyD 9.113.1 33.11010602.1)( 1010 =⋅⋅= −

Consideremos un haz de electrones de 10 MeV con una fluencia de 1010 cm-2 que inicide perpendicularmente sobre una lámina de plomo de 1 mm de espesor. Espesor másico 1.13 g/cm2. La longitud de radiación del plomo es X0=6.496 g/cm2 (Attix) (X0=6.213 g/cm2 fórmula diap. 55).El espesor normalizado es 0.17 y buscamos en la gráfica inferior el porcentaje de incremento de la longitud media de las trayectorias de los electrones. Obtenemos un incremento entorno al 8%. Por lo cual el valor de la longitud media de trayectoria es 1.13 g/cm2 (1+0.08)= 1.22 g/cm217.0496.6 13.1;133.6)10( 2 === ξcmgMeVRCSDAUsamos el apéndice E del Attix para estimar el rango de los electrones
MeVTc 33.1)265.01(5.7)316.01(10 =−⋅−−⋅=∆

El rango residual de electrones emergentes es (6.13-1.22) g/cm2=  4.91 g/cm2. Esto se corresponde a Tex (en la tabla) 7.5 MeV (aprox). De aquí
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Haces de partículas cargadas. Haces de partículas cargadas. 
Distribución de dosis en profundidadDistribución de dosis en profundidad

MeVcmpartdTdad�Tx 2como expresado;),( =Φ

Cuando irradiamos un medio mediante un haz de partículas cargadas la deposición de dosis en profundidad es consecuencia del transporte de las partículas en ese medio. En el caso de partículas cargadas pesadas se produce la curva de Bragg con un pico abrupto al final de la trayectoria de los iones. Sin embargo para electrones las curvas son mucho más suaves debido a  la dispersión de los electrones en el medio. T mediocolTmedio dxdTTxdTxD ,010 max ),(10602.1)( ∫ Φ⋅= −

ρxT mediocolmediox dxdTxDTx ,0100 10602.1)(;),( Φ⋅=Φ≈Φ −

ρ

Un cálculo estricto requiere conocer a cada profundidad el espectro de energía de las partículas o bien su fluencia como función de su energía cinética.
x Podemos obtener la energía cinética media a una profundidad x usando la técnica previa de evaluar el rango residual después de atravesar una lámina de espesor x. De este rango obtenemos T(x) medio
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Bremsstrahlung. Producción de rayos XBremsstrahlung. Producción de rayos XLos haces de rayos X son una de las técnicas más usadas en diagnóstico y terapia. Cuando lanzamos un haz de partículas cargadas (normalmente electrones) contra un blanco se producen diferentes tipos de colisiones (según hemos visto) con los átomos del medio. De todas ellas solo una pequeña fracción excitan niveles característicos de los átomos del blanco o bien producen fotones por breemstrahlung. 
ZTC ZTdxdTdxdT totrad

⋅+
⋅≈ 

ρ

ρ

Si consideramos las pérdidas por radiación (Attix) aproximadamente se pueden parametrizar como
Donde C varía para Tungsteno desde 336 a 10 keV, 649 a 1 MeV hasta 775 a 100 MeV. La mayor parte de la energía se emplea en procesos de excitación, ionización que finalmente se convierte en calor. Para un haz de 100 keV(radiodiagnóstico) sólo el 1% de su energía se convierte en radiación de frenado para un blanco grueso de tungsteno (Z=74).

T en MeV
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Bremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primarioBremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primarioEn el caso de una colisión de un electrón hemos visto que la transferencia de momento en la colisión es proporcional a 1/b siendo b el parámetro de impacto. Así la energía del fotón (su momento) es proporcional en un suceso individual a 1/b 
Si consideramos la sección eficaz diferencial asociada al parámetro de impacto b, ésta tiene un valor 2πb * db. Mientras que si duplicamos el parámetro de impacto la sección eficaz diferencial el doble con un valor  4πb * db. Por tanto se producen el doble de colisiones con parámetro de impacto entre 2b y 2b+db que colisiones con parámetro de impacto entre b y b+db, sin embargo los fotones producidos en las primeras colisiones tienen la mitad de energía que los fotones que se producen en las segundas. Se cumple así que  si N es el número de fotones producidos por bremsstrahlung con energía hv

cteh�h ≈⊗ νν

bh 1∝ν
b 2b
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Bremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primarioBremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primarioConsideremos un haz monoenergético de electrones que incide sobre un blanco metálico. Si consideramos el parámetro de impacto b respecto al núcleo de un átomo del blanco, haremos el ansatz (Sommerfeld, Kramers) de que la energía del fotón de bremsstrahlung hv es proporcional a 1/b.
reAerad BcmTAZ�cmedxdT )(1371 22222

+≈ ρ

Esta asunción siginifica que si los electrones inciden sobre una lámina delgada, la fluencia de energía emitida con energías hv entre 0 y la energía cinética T0 del electrón es constante. Por tanto, el espectro energético de la fluencia de energía de los fotones producidos en lámina delgada es plano. (La fluencia de energía es plana!)Dividimos el blanco (grueso) en n láminas finas de material superpuestas. Cuando el electrón atraviesa la primera lámina produce radiación de frenado con fluencia en energía constante entre 0 y T0. Al penetrar en la segunda lámina consideramos que tiene energía cinética T1=T0-∆T, y se producen fotones con fluencia en energía constante entre 0 y T1. Al incidir sobre la tercera lámina tendremos T2=T1- ∆T y un espectro plano de fluencia en energái entre 0 y T2. Y así sucesivamente.
gMeVcmAZTAZ
atomocmdxdT Arad 2242228 1052.9316)511.0(1080.5 ×≈+×≈ −−

ρHacemos la aproximación no relativista y despreciamos T frente  a la masa del e-

T0
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Bremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primarioBremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primarioEn general, tendremos que la energía emitida como radiación de frenado en la capa n será 
∑

=

− ∆−−×=
�ne T TnTt�AZR 1 00124 )1(1052.9 ρ

La energía total emitida como radiación de frenado viene dada por 
)()1( 01 001 TT TnTt �n ℜ=∆−−∑

=

ρ

Donde se verifica que 
10024 )1(1052.9 tT TnT�AZR en ρ∆−−×= −

)(1052.9 024 T�AZR e ℜ×= −

La suma de todos los espesores másicos hasta que el electrón se detiene es el alcance del electrón en el medio material correspondiente a su energía cinética inicial T0. Por lo tanto obtenemos finalmente R en MeVLa suma de la radiación producida en todas las láminas da lugar a una distribución de intensidad frente a la energía triangular conocida como “espectro de Kramers” (Kramers 1923), cuya área total bajo debe corresponderse a la fórmula anterior aproximadamente.( ) 0maxmax 0;)(' ThvhvhvhvZ�ChvR e =<<−=
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Bremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primarioBremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primario)(1052.9 024 T�AZR e ℜ×= −

Usando la fórmula anterior podemos calcular la potencia emitida P como rayos X por un tubo. Normalmente la operación del tubo se caracteriza por el kilovoltaje de aceleración de los electrones (que nos da T0) y la corriente de electrones I=e dNe/dt. Por tantoSiendo W la potencia supuesta despreciando la absorción en el propio blanco y el la carcasa del tubo de la radiación X. Por otra parte esta misma cantidad se puede calcular usando la fracción neta de radiación Y(T0)  ya que se verifica que (T0 en MeV) )(1052.9)( 022 TIAZWP ℜ×=

)( 00 TY�TR e= )(10)( 006 TYITWP =Veamos un ejemplo: supongamos un tubo de rayos X que tiene un blanco de tungsteno y que opera a 150 kV con una corriente de 1mA. Por tanto Z=74, A=183.85, T0=150 keV. Si vamos a las tablas encontraremos Rcsda=5.7E-2 g/cm2 Y(T0)=1.5E-2,  por lo tanto WTIAZWP 6.1107.51085.183 )74(1052.9)(1052.9)( 2322022 =⋅⋅⋅×=ℜ×= −− WTYITWP 25.2105.11015.010)(10)( 236006 =⋅⋅⋅== −−Se observa una diferencia de más de un 30% debido a las aproximaciones hechas. El cálculo usando Y(T0) tabulado es el más exacto. Obsérvese que la potencia empleada por la fuente de alta tensión es 150kV x 1mA= 150 W mientras que la potencia emitida como RX es 2.25W. La eficiencia de emisión de radiación X es del 1.5% en este caso.
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Bremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primarioBremsstrahlung. Producción de rayos X. Haz primario

204024 1052.9)(1052.9 T�ZT�AZR ee −− ×≈ℜ×=

Si queremos obtener una relación entre la radiación emitida por el tubo y el kilovoltaje (la energía cinética T0 de los electrones) basta estudiar la dependencia del alcance de los electrones con T0. A bajas energías se puede suponer que 200 )( TkTAZ ≈ℜCon k del orden de 1 g cm-2 MeV-2La potencia en watt viene dada entonces por la expresión (donde T0 está en MeV e I en ampére) 20310)( TIZWP ≈Recordemos que T0 es igual a la tensión de aceleración en MV. Por lo tanto en el régimen no relativista aproximadamente la potencia emitida se comporta cuadráticamente con la tensión (i.e. si duplicamos el kilovoltaje la potencia total emitida es cuadruplicada). Este resultado se corresponde con el espectro primario rectangular cuya área se cuadruplica al duplicar el kilovoltaje (hvmax). El espectro triangular “primario” nunca se observa en la práctica ya que los fotones de muy baja energía son absorbidos en el tubo. Esto provoca un incremento en la dependencia efectiva de la potencia con el kilovoltaje donde el exponente del voltaje (de T0) está más bien cercano a 3 (en lugar de 2).
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Bremsstrahlung. Producción de rayos X.Bremsstrahlung. Producción de rayos X.Cuando aumentamos la energía de los electrones hasta una situación relativista, la fracción de energía emitida por bremsstrahlung aumenta (i.e. en tungsteno a 10 MeV llega a ser de un 30%). La probabilidad de emisión de un fotón de energía hv es aproximadamente proporcional a 1/hv. Se obtiene por tanto un espectro con un máximo de intensidad a energías muy inferiores a la energía máxima (T0). En caso de electrones de 10 MeV en tungsteno  el pico está situado alrededor de 2 MeV (emisión hacia delante). Otro de los aspectos relevantes del aumento de la energía de los electrones es que, en blancos finos a baja energía la emisión máxima se obtiene a ángulos elevados respecto al momento del electrón. Cuando la energía del electrón es del orden de 10 MeV, sin embargo, prácticamente toda la radiación de frenado se emite hacia delante (ver figura).
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Bremsstrahlung. Producción de rayos X. Tubos de RXBremsstrahlung. Producción de rayos X. Tubos de RXEn los tubos de RX de diagnóstico se soluciona el considerable aporte de calor al blanco haciendolo girar mediante una bobina y un estator. De esta manera, el haz de electrones inicide sobre el disco del blanco en diferentes puntos en cada instante de tiempo. Los tubos de ánodo fijo suelen consistir en una pieza metálica refrigerada y en forma de cuña, de modo que el calor se reparta en una superficie mucho mayor que la del haz proyectado de fotones en la dirección transversa al haz de electrones.Los tubos de diagnóstico pueden contar con dos tamaños diferentes de foco dependientes del filamento que se escoja y de la inclinación relativa del blanco.
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Bremsstrahlung. Producción Bremsstrahlung. Producción 
de rayos X. Linacde rayos X. LinacEsquema de un acelerador lineal de electrones de radioterapia y su cabezal. La dependencia angular de la radiación de frenado se corrige mediante el filtro aplanador en forma de cono. 

Aceleradores en el mundo


